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� � 摘 � 要: � 本文针对目前电磁理论微扰法处理中的某些不足,提出微扰量、不变量和逐级处理这三个概念. 以介质

微扰为例,得到了精度更高的谐振腔和波导的二级微扰结果.
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Abstract: � According to some disadvantages in the disposal process of the perturbation method, the concepts of perturbation

quantity , constant quantity and stepwise disposal have been introduced. For the case of dielectric waveguide,we have obtained the more

accurate two orders perturbation results of resonant cavity and waveguide.
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1 � 引言
� � 微扰法是电磁理论中经常运用的一种方法, 其处理思想

是把它归结为两个问题:未受扰问题(原问题)和微扰问题.而

要计算的特征量 ( G )的变化 �G, 应用原问题的知识加以求

解,其处理框图如图 1 所示.

图 1 � 微扰法框图

但是,值得注意目前的文献[ 1, 2]在概念上存在某些不足:

首先,在微扰上强调发生微扰的原因, 如体积微扰,介质微扰,

腔壁微扰等等,而忽略了特征量微扰这一本质或关键; 其次在

求解上强调用原问题的知识,而忽略了应用微扰问题知识;最

后,对于微扰的等级不够清楚, 没有提出不变量.

针对所存在的上述问题,本文归结出三个重要的概念:

(1)微扰量 . �微扰�这术语意味着扰动或微小的改变[1] ,

尽管其起因可能是介质、体积变化所造成的, 但是, 我们所谓

微小变化的� 微扰量� - 指的是特征量, �G 变化是微扰量. 换

句话说,例如介电微扰它可以 �V(体积变化量)小而 ��(介质

常数变化量)大, 或者 ��小而 �V 大.

(2)不变量 .电磁理论中的微扰法是以 Maxwell方程组作

为基础的,因此我们不仅要研究微扰量, 而且要确定不变量-

也即在未受扰原问题和微绕问题中什么是共同的不变量. 本

文指出: 在谐振腔问题中,谐振波长 �0不变量 ;而在波导传输

中, 传输频率 �0 是不变量.

(3)逐级处理. 本文将奇异扰动法中逐级处理的思想[3]运

用到电磁理论的微扰法,以介质微扰为例导出更为精确的谐

振腔和波导的二级微扰公式.

2 � 谐振腔材料扰动

� � 本文将谐振腔材料扰动作为典型例子进行处理. 问题的

模型如图 2 所示.其中, 微扰量是谐振频率的变化量 ��= �

- �0,它可能是由腔的局部体积或全部体积的材料参数变化

��, ��造成的.

� � 写出未受扰和微扰问题的Maxwell方程

- � � E 0= j�0�H0

� � H 0= j�0�E 0

- � � E= j�( �+ ��) H

� � H= j�( �+ ��) E
� �

(1)

作为例子, 这里研究体积 �V很大而 ��、��是�的一级

小量, 即

��= �1��, � � ��= �1�� (2)

将场作级数展开, 有

E= E 0+ E1��+ E2��
2+ �

H= H 0+ H 1��+ H2��
2+ �

�= �0+ ��+ ��2+ �

(3)
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图 2 � 谐振腔内的材料微扰

� � 我们把式(2)、(3)代入式(1) , 得到

� � �

- � � ( E0+ E1��+ E2��
2+ �)

� � = j ( �0+ ��+ ��2+ �) ( �+ �1��)

� � � � ( H0+ H1��+ H 2��
2+ �)

(4)

� � �

� � ( H0+ H1��+ H 2��
2+ �)

� � = j ( �0+ ��+ ��2+ �) ( �+ �1��)

� � � � ( E0+ E1��+ E2��
2+ �)

(5)

Taylor级数展开的完备性可写出式 (4)和式(5)的各级方

程:

0 级 �
- � � E0= j�0�H0

� � H0= j�0�E0

(6)

1 级 �
- � � E1= j ( �0�H 1+ �0�1H 0+ �H0

� � H1= j ( �0�E1+ �0�1E0+ �E0

(7)

2 级 �
- � � E2= j ( �0�H 2+ �0�1H 1+ �1H0�H0

� � H2= j ( �0�E2+ �0�1E1+ �1E0�E0

(8)

式(6)、(7)、( 8) �即逐级展开的广义微扰法方程.

Case 1: 1级微扰

让我们重新写出 1级方程

� � � � � �
- � � E1��= j�0�H1��+ M 0

� � H1��= j�0�E1��+ J0

(9)

其中M 0和 J0分别为0 级磁流和 0 级电流,有

� � � � � �
M0= j ( �0�1H 0+ �H0 )��

J0= j ( �0�1E0+ �E 0)��
(10)

式(9)结合 0级方程可知在 1 级微扰条件下为

� � � � � �
- � � E= j�0�H+ M0

� � H= j�0�E+ J0

(11)

类似常规处理得到

� � ( H� E *
0 + H*

0 � E )= J0�E *
0 + M0�H *

0 (12)

两边作谐振腔体积分,计及边界条件

� � � � � �
n̂ � E 0= 0,

n̂ � E= 0,
� � 在 S 上 (13)

具体为 �
V

( J0� E*
0 + M0� H*

0 ) dv = 0 (14)

考虑到式(10) ,即可得到

��
�0

=
�

V

(��H0� H*
0 + ��E 0� E*

0 ) dv

�
V

( �H0� H*
0 + �E0� E*

0 ) dv
(15)

式(15)即一般文献[ 1]给出的微扰结果,也即一阶微扰.

Case 2: 2级微扰

现在来研究 2 级微扰情况, 很易写出:

� � � � �
E= E 0+ E1��+ E2��

2

H= H 0+ H1��+ H2��
2

(16)

所对应的 2 级微扰M axwell方程

� � � � �
- � � E= j�0�H+ M1

� � H= j�0�E+ J1

(17)

其中, M 1和 J1分别为 1 级磁流和 1 级电流,有

M1= j ( �0�1+ �) H 0��+ ( �1+ �) H 0��
2+ �0�1H1��

2

J 1= j ( �0�1+ �) E 0��+ ( �1+ �) E0��
2+ �0�1E1��

2

(18)

同样, 按常规处理易得

� �( H� E*
0 + H *

0 � E) = J1�E*
0 + M1�H *

0 (19)

对上式两边作体积分, 并考虑到边界条件有

� � � � � �
V

( J1� E*
0 + M1 � H *

0 ) dv = 0 (20)

得到

(1 + ��) �
V

( �H0� H*
0 + �E0� E*

0 ) dv

= - �0

(1 + ��/ �) �
V

( �1H0 � H
*
0 + �1E0� E

*
0 ) dv

�� �
V

( �1H1� H*
0 + �1E0� E*

0 ) dv

(21)

最后导出结果:

��+ ��2

�0

= -

(1+ ��/ �0) �
V

( ��H0� H*
0 + ��E0� E*

0 ) dv

+ �� �
V

(��H1� H*
0 + ��E 1� E*

0 ) dv

�
V

( �H 0� H*
0 + �E0� E*

0 ) dv

(22)

式(22)便是我们要求的 2 级微扰公式 ,与 1 级微扰式 (15)相

比, 为了得到有应用价值的结果, 它需要提供微扰后的场 E 1

与 H1 的信息.

作为实例, 我们来研究整个腔电介质材料微扰 �+ ��的

情况, 这是 ��= 0,且有精确结果,即

� � � � � �= �0 1+ ��/ � (23)

假设 E1= k 1E0, H 1= k2H0 ,代入 1 级方程(7)得到

� � � � �
k 1- k2= �1 / �+ 1/ �0

k 1- k2= - �1/ �- 1/ �0

(24)

或者

� � � � � k 1- k 2=
1
2

( �1/ �- �1/ �) (25)

作为合理的假设, 可认为

� � � � �
k 1��= - ��/ (2�)

k 2��= - ��/ (2�)
(26)

把式(26)的结果代入式( 22)得到全腔电介质微扰时

1 级微扰 � ��/ �0= - ��/ (2�) (27)
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2 级微扰 � ��(1+ ��)
�0

= -
��
2�

+
1
2
��
�

2

(28)

精确结果 � ��( 1+ ��+ �)
�0

= -
1

1+ (��/ �)
= - 1

(29)

数据由表 1给出, 曲线如图 3所示.

图 3 � 全腔电介质材料微扰分析

表 1 � 全腔电介质微扰的谐振频率分析

��/ � 1级微扰公式 2级微扰公式 精确解公式

0.10 - 0. 050 - 0. 045 - 0. 0465

0.20 - 0. 100 - 0. 080 - 0. 0871

0.30 - 0. 150 - 0. 105 - 0.123

0.40 - 0. 200 - 0. 120 - 0.155

0.50 - 0. 250 - 0. 125 - 0.184

3 � 波导材料微扰

� � 为了讨论各种情况, 我们把波导材料微扰定位在很小的

�S 内发生材料变化 ��, 微扰量是 ��(波导传输常数变化) .

因此,在 �S 内材料参数的变化 ��不一定很小, 而场的变化

也不必是一阶小量,其模型如图 4 所示,同样注意到这类问题

的不变量是波的传输频率 �0 .

图 4 � 波导材料微扰问题

由文献[ 1]已经导出

� ( �- �0)�
S

Ê *
0 � Ĥ + Ê � Ĥ *

0 � âzds � � �

� = �0�
S

��Ê � Ê *
0 + ��Ĥ � Ĥ *

0 ds

(30)

其中已设

� � �

E0= Ê0 ( x , y ) e- j�
0
z

H0= Ĥ 0( x , y )e- j�
0
z

E= Ê ( x , y ) e- j�z

H= Ĥ ( x , y )e- j�z

(31)

我们同样采用逐级微扰的广义微扰思想,令

� � � �- �0= ��+ ��
2+ � (32)

� � � �S = S1�� (33)

为一阶小量, 对于场的最合理假设是

� � � Ê =
A 1 Ê0, � 在 �S 内

Ê 0  ,  在 $ S 外
(34)

   Ê =
A 2Ĥ 0,  在 $ S 内

Ĥ 0  ,  在 $ S 外
(35)

于是波导材料的 1 级微扰公式为

$ B = X0

k
$ S

(A 1$ EÊ0 # Ê *
0 #+ A 2$ LĤ 0 # Ĥ *

0 # ) ds

k
$S

( Ê*
0 # Ĥ 0 #+ Ê 0 # Ĥ *

0 ) ds
(36)

也即一般微扰法给出的结果[ 1] ,而 2 级微扰公式则为

$ B + $ B2 = X0

k
$ S

(A 1$ EÊ*
0 + A 2$ LĤ 0 ) ds

k
S

Hâ2dS -
k
$S

Hc â2ds
(37)

式(37)中, Q= ( Ê*
0 # Ĥ 0+ Ê 0# Ĥ *

0 )

Hc = [ ( 1- A 2) ( Ê *
0 @ Ĥ 0 )+ (1- A 1) ( Ê0 @ Ĥ *

0 ) ]

作为实例之一, 我们研究如图 5 所示的 TE10波矩形波导部分

填充情况.

图 5 矩形波导部分填充情况

已经知道: 1级微扰公式是[ 1]

   B = B0+
E2

E 1

k2
1- k 2

2

2B0

d
b

(38)

 图 6  圆波导(TE11模)

部分填充情况

其中, k 1和 k 2分别是 k 1= X0 L 0E 1 , k 2= X0 L 0E 2考虑到

电介质微扰等价于 $ L = 0, A 2= 0. 由式(37)不难导出

B = B0+

E2

E1

k 2
1- k2

2

2B0

d
b

1- ( 1- E2/ E1) ( d/ b )
 (39)

式(39)即该问题的 2 级微扰结果, 注

意到分析时已用到[ 1]

   A 1= E0/ E1 ( 40)

另一个重要的实例是圆波导传输

TE11模,中心半径为 a 的小区域有介

质微扰, 见图 6.
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已经知道[1] 1 级微扰公式是

$ B
k0

=
2. 1472

1- ( Xc/ X0)
2

Er- 1

Er+ 1
a
b

2

(41)

其中, Xc 为 TE11模截止频率, 上式中已经用到

A 1= 1/ (1+ Er ) (42)

而应用式(37)很易获得 2级微扰公式

$ B+ $ B2

k 0
=

2. 1472

1- ( Xc/ X0)
2

Er- 1

Er+ 1
a
b

2

@

1

1- 4. 2946
1

Er+ 1
-

1

( Er+ 1) 2
a
b

2 (43)

上述两个例子可以看出:微扰量正比于 $ s / s (具体分别是 d /

b 和( a/ b) 2) .

4  结论

  本文明确提出微扰量、不变量和逐级处理这些广义微扰

法的思想,并且以谐振腔和波导的材料微扰为例作了深入的

讨论,应该指出上述概念完全可以推广到体积微扰、腔壁微扰

及有耗情况,值得进一步研究.
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